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ПРУЖНИЙ ПОКРИВ З НЕОДНОРІДНИМ ПРОМІЖНИМ ШАРОМ  
ПІД ДІЄЮ НОРМАЛЬНИХ І ДОТИЧНИХ ЗУСИЛЬ 
Р. КУЛЬЧИЦЬКИЙ-ЖИГАЙЛО, А. БАЙКОВСЬКИЙ 
Білостоцький технологічний університет, Польща 
Розглянуто тривимірну задачу теорії пружності про навантаження неоднорідного 
півпростору нормальними і дотичними зусиллями, розподіленими в круговій облас-
ті його поверхні. Півпростір складається з однорідних основи та шару, і проміжного 
неоднорідного шару, коефіцієнт Пуассона якого сталий, а залежність модуля Юнґа 
від відстані до поверхні основи описує лінійна функція. Досліджено вплив товщини 
проміжного шару на розподіл розтягальних напружень у покриві. 
Ключові слова: пружний півпростір, покрив, неоднорідний проміжний шар, нор-
мальне і дотичне навантаження. 
Руйнування покривів, які використовують для поліпшення трибологічних 
властивостей пар тертя, часто пов’язують з появою у них розтягальних напру-
жень [1–9]. Аналіз напруженого стану, який виникає за контактної взаємодії тіл, 
показав, що в однорідних покривах, де модуль Юнґа є більший від модуля Юнґа 
основи, розтягальні напруження виникають не тільки в околі ненавантаженої по-
верхні тіл, а й на межі поділу між покривом і основою [6–11]. Можна їх зменши-
ти, якщо між однорідними покривом і основою помістити однорідний проміжний 
шар з відповідно вибраними механічними властивостями [6]. 
Нижче знайдено аналітичний розв’язок тривимірної задачі теорії пружності 
про навантаження нормальними і дотичними зусиллями поверхні пружного пів-
простору з пружним покривом, що містить проміжний неоднорідний шар, коефі-
цієнт Пуассона якого сталий, а залежність модуля Юнґа від відстані до поверхні 
основи описує лінійна функція. Проаналізовано розподіл першого головного на-
пруження залежно від товщини проміжного шару. 
Формулювання задачі. Розглянемо пружний неоднорідний півпростір, до 
поверхні якого в деякій області Ω прикладені нормальні p(x, y) і дотичні t(x, y) 
зусилля (рис. 1), де x, y, z – безрозмірні прямокутні координати, віднесені до ха-
рактерного лінійного розміру a області Ω. 
 
Рис. 1. Схема задачі теорії пружності 
для півпростору, покритого 
неоднорідним покривом. 
Fig. 1. Scheme of the problem  
of elasticity theory for a functionally 
graded coated half-space. 
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Неоднорідний півпростір складається з однорідного ізотропного півпросто-
ру з модулем Юнґа E0 і коефіцієнтом Пуассона µ0, однорідного покриву товщи-
ною H2 з модулем Юнґа Eс (Eс > E0) та коефіцієнтом Пуассона µс і неоднорідного 
проміжного шару (рис. 1) товщини H1, коефіцієнт Пуассона якого сталий і рівний 
µс. Залежність модуля Юнґа від координати z описує лінійна функція 
 ( ) ( ) [ ]10 0 1 1, 0,cE z E E E h z z h−= + − ∈ , 
де параметр h1 = H1/a. 
Розглядувану задачу теорії пружності зводять до розв’язування диференцій-
них рівнянь 
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 (3) 
за крайових умов на поверхні неоднорідного півпростору 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2σ , , , , , σ , , 0, σ , , , , ,xz yz zzx y h t x y H x y x y h x y h p x y H x y= = = −  (4) 
умов ідеального механічного контакту між складовими частинами неоднорідного 
півпростору 
 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0, 1,u ui ii ix y h x y h i+= =  (5) 
 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0, 1σ n σ ni ii ix y h x y h i+⋅ = ⋅ =  (6) 
та умов на нескінченності 
 ( ) ( ) 2 2 2, , 0, , 0, 1, 2,u i x y z x y z i→ + + →∞ =  (7) 
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u(i) – безрозмірний, віднесений до параметра a, вектор пружного переміщення; 
σ(i) – тензор напруження; індекс i = 0 описує параметри і функції стану в однорід-
ному півпросторі; i = 1 – у неоднорідному проміжному шарі, a i = 2 – у однорід-
ному покриві; d0 = 1/(1 – 2µ0); d1 = d2 = 1/(1 – 2µс); δij – символ Кронекера; 
ι0 = µ0 /(1 – µ0); ι1 = ι2 = µс /(1 – µс); h0 = 0; h = (H1 + H2)/a; c = E0 h1 /(Ec – E0); 
H(x, y) = 1, якщо (x, y) ∈ Ω, H(x, y) = 0, якщо (x, y) ∉ Ω; n = (0, 0, 1). 
Схема розв’язування задачі. Крайову задачу (1)–(7) розв’язуємо за допомо-
гою двовимірного інтегрального перетворення Фур’є 
( ) ( )( ) ( ) ( )1, , , , , , , , exp
2
f z FF f x y z x y f x y z ix iy dxdy
∞ ∞
−∞ −∞
ξ η = → ξ →η = − ξ − ηπ ∫ ∫ . 
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Якщо коефіцієнт µс = 1/3, загальний розв’язок рівнянь (1)–(3), який задо-
вольняє умови на нескінченності (7), описують формули [12]: 
 ( ) ( ) ( )2 1 , 0, 1, 2,ii ixs u i i i= − ξθ − ηχ =   (8) 
 ( ) ( ) ( )2 1 , 0, 1, 2,ii iys u i i i= − ηθ + ξχ =   (9) 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 1 02 , , , 2 , exp ,zu z d za a sz−ξ η = ξ η + ξ η  (10) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4
1
, , , , , 1, 2,iiz i j j
j
u z a s z i− +
=
ξ η = ξ η ψ =∑  (11) 
де 
 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , exp ,z b szχ ξ η = ξ η  (12) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 1 0 1 012 , , 2 , , 2 , exp ,z d a d sza a s sz− −θ ξ η = − + ξ η + ξ η + ξ η  (13) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 21 2, , , , , , , 1, 2,i ii i iz b s z b s z i−χ ξ η = ξ η χ + ξ η χ =  (14) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 41
1
, , , , , 1, 2,i ii j j
j
z a s s z i− +
=
θ ξ η = ξ η ϕ =∑  (15) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 1 0 11 2, , , ,s z I s s z K sχ = ζ χ = ζ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 0 1 1 1 11 1, , , ,s z s K s s z K s s K sϕ = ζ ζ ψ = ζ + ζ ζ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 1 1 1 1 1 1 1 0 12 2, , , ,s z K s s K s s z s K sϕ = ζ − ι ζ ζ ψ = −ι ζ ζ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 0 1 0 1 1 1 13 3, , , ,s z s I s s z I s s I sϕ = ζ ζ ψ = ζ − ζ ζ   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 1 1 1 1 1 1 1 0 14 4, , , ,s z I s s I s s z s I sϕ = ζ + ι ζ ζ ψ = −ι ζ ζ   
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 21 2, sinh , , cosh ,s z s h z s z s h zχ = − χ = −   
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 212 , 2 sinh cosh ,s s z d s h z d s h z s h zϕ = + − + − −   
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 222 , 2 cosh sinh ,s s z d s h z d s h z s h zϕ = + − + − −   
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23 4, cosh , , sinh ,s z s h z s z s h zϕ = − ϕ = −   
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 21 22 , sinh , 2 , cosh ,s z d h z s h z s z d h z s h zψ = − − ψ = − −   
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 23 4, sinh , , cosh ,s z s h z s z s h zψ = − ψ = −   
aj(ξ, η), j = –1, ..., 8; bj(ξ, η), j = 0, ..., 4 – невідомі функції параметрів інтегрально-
го перетворення; s2 = ξ2 + η2; ζ1 = c + z; I0(sζ1), I1(sζ1), K0(sζ1), K1(sζ1) – модифіко-
вані функції Бесселя. Задовольнивши крайові умови (4)–(6), функції aj(ξ, η),  
j = –1, …, 8 і bj(ξ, η), j = 0, ..., 4 запишемо у вигляді 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2, , ,, , ,j j jj j
c c c
p i t i t
a a s a s b b s
G G s G s
ξ η ξ ξ η η ξ ηξ η = − ξ η = −  , (16) 
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де Gc – модуль зсуву на поверхні неоднорідного півпростору, функції a(j, m)(s), 
 j = –1, …, 8, m = 1, 2 і b(j)(s), j = 0, ..., 4 – розв’язки систем лінійних алгебричних 
рівнянь 
( )9 1,
8 1 9 2
0
, 0,...,9, 1, 2j mij i m i m
j
A a i m−
=
= δ δ + δ δ = =∑ , ( )4 4
0
, 0,...,4.jij i
j
B b i
=
= δ =∑  (17) 
Ненульові коефіцієнти систем рівні: 
 00 0 20 11 30 0 01 21 312 , 1, 1 , 2 ,A d A A A d A A A s= + = = − = + = − = =   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 10 1 1 2 1 ,2 ,0 , ,0 , 1 2 ,0 2 ,0 , 2,...,5,j j jj j j j zA s s A s A s s s j= ϕ = ψ − ι = ι ϕ + ψ =  
 ( ) ( ) ( ) ( )1 14 1 5 12 , , 2 , ,j jj jA s s h A s h= ϕ = ψ  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 6 1 1 1,1 2 , 2 , , 2,...,5,j j j zA s s h s h j− ι = ι ϕ + ψ =  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 13 7 1 1, ,,0 ,0 , , , , 2,...,5,j jj z j j z jA s s s A s h s s h j= ϕ − ψ = ϕ − ψ =   
 ( ) ( ) ( ) ( )46 2 2 2 2 2 68 48 22 sinh cosh , 2 cosh ,A d sh d sh sh A A s sh= − + − = − =   
 ( ) ( ) ( ) ( )47 2 2 2 2 2 69 49 22 cosh sinh , 2 sinh ,A d sh d sh sh A A s sh= − + − = − =   
 ( ) ( ) ( )56 2 2 2 57 2 2 2 78 58 2sinh , cosh , 2 sin ,A d h sh A d h sh A sA s sh= − = − = − =   
 ( ) ( ) ( ) ( )66 2 2 2 2 67 2 2 2 2sinh cosh , cosh sinh ,A sh d sh sh A sh d sh sh= + = +   
 ( ) ( ) ( ) ( )76 2 2 2 2 2 79 59 21 cosh sinh , 2 cosh ,A d sh d sh sh A sA s sh= + + = − =   
 ( ) ( ) ( )77 2 2 2 2 2 87 96 2 88 991 sinh cosh , 1, 1 , 2 ,A d sh d sh sh A A d A A s= + + = = + = =   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 10 1 2 1 3 1, ,,0 , ,0 , , , , , 1, 2,j j j jj j z j j zB s B s s B s h B s s h j− −= χ = χ = χ = χ =   
 ( ) ( )00 10 34 23 2 33 24 2 431, sinh , cosh , 1,B B B B sh B B sh B= = − = − = = − = =   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 2 1, , ,, , , .j z j j z j j z jz z z h h hϕ = ∂ϕ ∂ ψ = ∂ψ ∂ χ = ∂χ ∂ = −   
Розв’язавши системи рівнянь (17) і використавши формули (8)–(16), знахо-
димо залежності між трансформантами Фур’є компонент вектора пружного пере-
міщення і трансформантами Фур’є функцій p(x, y) i t(x, y). Знаючи переміщення, 
можемо обчислити напруження.  
Числова реалізація. Нехай областю навантаження є круг радіуса a, дотичне 
навантаження пов’язане з нормальним навантаженням законом Амонтона–Куло-
на: t = fp (f – коефіцієнт тертя), а нормальне навантаження розподілене за еліп-
тичним законом: (p/p0)2 = 1 – r2, r2 = x2 + y2. Трансформанти Фур’є функцій p(x, y) 
і t(x, y) рівні: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 20 0 3 2, , 2 ,p p t fp p s J s sξ η = ξ η = = π  (18) 
де J3/2(s) – функція Бесселя. Врахувавши формули (18) і обчисливши інтеграли, 
що описують напруження, отримаємо співвідношення для визначення ненульо-
вих у площині y = 0 компонент тензора напружень, які виникають у покриві: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,1 ,10 11 2
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1, , , 1, 2,
i p
i ic rr
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G p s S s z J sr sds p s S s z J sr ds i
G p r
∞ ∞σ = − =∫ ∫   
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де J0(sr), J1(sr), J2(sr) – функції Бесселя; G1(z) – модуль зсуву в неоднорідному 
проміжному шарі; G2 – модуль зсуву в однорідному покриві; ϕ – кутова коорди-
ната циліндричної системи координат, 
( ) ( ) ( )2 2 2 212 23, , J sry y xK x y s J sr srr r
−= − , ( ) ( ) ( )20 22, , 1 2 ,xK x y s J sr J srr
± ⎛ ⎞= ± −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4, 4 4 , ,1
1
2, , , , 1, 2, 1, 2,
1
i m i ii j m
ij j zxy
i j
S s z a s s s z s z i m− +
=
= ϕ + ι ψ = =− ι ∑   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4, 4 4 ,2
1
, 2 , , 1, 2, 1, 2,i m ii j m jxy
j
S s z a s s s z i m− +
=
= ϕ = =∑   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4, 4 4 , ,1
1
2, , , , 1, 2, 1, 2,
1
i m i ii j m
i j j zz
i j
S s z a s s s z s z i m− +
=
= − ι ϕ + ψ = =− ι ∑   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4, 4 4 , ,2
1
, , , , 1, 2, 1, 2,i m i ii j m j j zz
j
S s z a s s s z s z i m− +
=
= ψ − ϕ = =∑   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 23 1 2, , , , 1, 2,i i ii ixyS s z b s s z b s s z i−= χ + χ =   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 213 1, 2,, , , , 1, 2.i i ii iz z zS s z s b s s z b s s z i−−= − χ + χ =   
Отримані інтеграли у внутрішніх точках неоднорідного півпростору обчис-
люємо за допомогою квадратури Ґаусса. В площині z = h враховуємо асимптотич-
ну поведінку підінтегральних функцій, коли s → ∞. Інтеграли, в яких ці функції 
замінено їх асимптотиками, знаходимо аналітично. Вони дають розподіл напру-
ження, характерний для однорідного півпростору. Для визначення решти інтегра-
лів застосовуємо квадратуру Ґаусса. 
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Аналіз результатів. Оцінюючи вихідні співвідношення, робимо висновок, 
що розподіл напружень залежить від шести безрозмірних параметрів: відношен-
ня між модулями Юнґа на поверхні неоднорідного півпростору і основи Eс /E0, 
коефіцієнтів Пуассона покриву µс та основи µ0, товщини покриву h, товщини не-
однорідного проміжного шару h1 і коефіцієнта тертя f. Описаний вище аналітич-
ний розв’язок отримано для параметра µс = 1/3. Якщо µс ≠ 1/3, наближений роз-
в’язок задачі можна знайти, замінивши неоднорідний проміжний шар пакетом 
однорідних шарів [12–14]. Нижче вважатимемо, що µ0 = µс = 1/3; Ec /E0 = 4 або 8; 
f = 0 або 0,25; h = 0,4 або 0,8. Сконцентруємось на аналізі розподілу першого го-
ловного напруження в областях площини y = 0 покриву, в яких напруження σ1 > 0. 
 
Рис. 2. Лінії рівня безрозмірного першого головного напруження σ1/p0 в площині y = 0 
покриву в задачах для однорідного покриву (h = 0,4; Ec /E0 = 4; f = 0 (a);  
f = 0,25 (c)) та для покриву з неоднорідним проміжним шаром  
(h = 0,4; h1/h = 0,2; f = 0, Ec /E0 = 4 (b); f = 0,25, Ec /E0 = 4 (d); f = 0,25, Ec /E0 = 8 (e)). 
Fig. 2. Level lines of dimensionless first principal stress σ1/p0 in plane y = 0 of coating  
in the problems for homogeneous coating (h = 0.4; Ec /E0 = 4; f = 0 (a); f = 0.25 (c))  
and for coating with the inhomogeneous interlayer (h = 0.4; h1/h = 0.2; 
 f = 0, Ec /E0 = 4 (b); f = 0.25, Ec /E0 = 4 (d); f = 0.25, Ec /E0 = 8 (e)). 
Як і в задачі для однорідного півпростору з однорідним покривом (рис. 2а, 
с), в задачі, де покрив містить неоднорідний проміжний шар (рис. 2b, d, e), розтя-
гальні напруження можуть виникнути в точках ненавантаженої поверхні неодно-
рідного півпростору та біля межі поділу між покривом і основою. Розтягальні на-
пруження поблизу межі поділу є суттєво нижчі, якщо покрив містить проміжний 
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шар. Обчислення показали, що тертя практично не впливає на найбільше значен-
ня напруження σ1 в цій області. Якщо локальний максимум напруження σ1 біля 
межі поділу існує (рис. 2b, e), а проміжний шар є достатньо тонкий (h1/h < 0,2), то 
цей максимум виникає на поверхні z = h1. Зі збільшенням параметра h1 він пере-
міщується в проміжний шар. Якщо тертя відсутнє, то вказаний максимум вини-
кає на осі z. Відповідне напруження σ1 суттєво залежить від параметра h1/h 
(рис. 3a). Якщо h1/h = 0,1, то розтягальні напруження зменшуються на 15...30%. 
 
Рис. 3. Залежність найбільшого розтягального напруження на осі z (a) i на поверхні 
неоднорідного півпростору (b) від параметра h1/h: f = 0; 1 – h = 0,4, Ec /E0 = 4;  
2 – h = 0,8, Ec /E0 = 4; 3 – h = 0,4, Ec /E0 = 8; 4 – h = 0,8, Ec /E0 = 8 (a);  
Ec /E0 = 4; 1 – f = 0, h = 0,4; 2 – f = 0, h = 0,8; 3 – f = 0,25, h = 0,4; 4 – f = 0,25, h = 0,8 (b); 
ромби – розв’язок задачі для однорідного покриву. 
Fig. 3. Dependence of the maximum value of tensile stresses on the axis z (a) and оn the surface 
of the inhomogeneous half-space (b) on parameter h1/h: f = 0; 1 – h = 0.4, Ec /E0 = 4;  
2 – h = 0.8, Ec /E0 = 4; 3 – h = 0.4, Ec /E0 = 8; 4 – h = 0.8, Ec /E0 = 8 (a);  
Ec /E0 = 4; 1 – f = 0, h = 0.4; 2 – f = 0, h = 0.8; 3 – f = 0.25, h = 0.4; 4 – f = 0.25, h = 0.8 (b); 
rhombs – solution of the problem for homogeneous coating. 
Другий локальний максимум розтягальних напружень у покриві виникає на 
ненавантаженій поверхні неоднорідного півпростору на деякій відстані від краю 
ділянки навантаження (див. рис. 2). Подібно як в задачі для однорідного півпро-
стору [15], тертя суттєво збільшує їх рівень і звужує область їх виникнення до 
ділянки x < 0 i r ≥ 1. Зі зростанням коефіцієнта тертя максимум напруження σ1 
переміщується в напрямку краю ділянки контакту і для деякого його значення 
виникає в точці (–1, 0, h). Проміжний неоднорідний шар лише незначно підвищує 
розтягальні напруження в цій області (рис. 3b). Якщо відношення h1/h = 0,2, то 
максимальне напруження σ1 збільшується на 5...10%. 
ВИСНОВКИ  
На основі аналітичного розв’язку задачі про навантаження нормальними і 
дотичними зусиллями пружного півпростору з покривом, що містить неоднорід-
ний проміжний шар, підтверджено суттєве зниження розтягальних напружень у 
покриві біля межі поділу між ним і основою порівняно з відповідними напружен-
нями в однорідному покриві. Одночасно незначно зростають розтягальні напру-
ження, що виникають на ненавантаженій поверхні неоднорідного півпростору. 
РЕЗЮМЕ. Рассмотрена трехмерная задача теории упругости о нагружении неодно-
родного полупространства нормальными и касательными усилиями, распределенными в 
круговой области его поверхности. Полупространство состоит из однородных основания 
и слоя, а также промежуточного неоднородного слоя, коэффициент Пуассона которого 
постоянный, а зависимость модуля Юнга от расстояния до поверхности основания опи-
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сывает линейная функция. Исследовано влияние толщины промежуточного слоя на рас-
пределение растягивающих напряжений в покрытии. 
SUMMARY. The analytical solution of the three-dimensional elasticity problem on inho-
mogeneous half-space under normal and tangential loading applied in circular area of its surface 
was obtained. Half-space is composed of the homogeneous base, homogeneous coating and in-
homogeneous interlayer which Poisson’s ratio is constant and its Youn’s modulus is described 
by the linear function of the distance to the base surface. The influence of the interlayer 
thickness on the tensile stresses in coating was studied. 
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